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Este trabalho vem tratar de um tema presente na vida 
 matemática: 
 Os Elementos de 
Euclides. 
tão 
 comum falar sobre isso, mas muitas vezes não conhecemos as fantásticas obras de 
Euclides. 
Antes de tratarmos da parte matemática, faremos um breve apanhado no 
 período de Tales 
a Euclides, a escola de Alexandria, onde Euclides esteve presente e um pouco de sua vida. 
Em seguida apresentaremos os fascinantes livros, com seus axiomas, postulados e 
proposições mais importantes. 
Apresentaremos também a impossibilidade da resolução dos três problemas famosos e as 
deficiências lógicas dos Elementos de Euclides. 
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2.0 PERIODO DE TALES A EUCLIDES 
Os primeiros três séculos da matemática grega, começando com os esforços iniciais de 
Tales por uma geometria demonstrativa ( por volta de 600 a.C.) culminando com os notáveis 
Elementos de Euclides ( por volta de 300 a.0 ), constituem um 
 período 
 de realizações 
extraordinárias. 
Foi por volta de 1200 a.C. que as primeiras tribos dóricas se deslocaram rumo ao sul da 
peninsula grega deixando suas fortalezas de montanhas do norte por territórios mais 
 favoráveis. 
Sua tribo principal, os espartanos, logo em seguida fundou a cidade de Esparta. Muitos dos 
habitantes das regiões 
 invadidas fugiram para a Asia Menor ou para as ilhas jônicas do mar Egeu 
onde, com o tempo, estabeleceram colônias comerciais gregas. Foi nessas colônias, no século VI 
a.C., que se criou a escola jônica, ern que floresceu a filosofia grega e nasceu a geometria 
demonstrativa. 
Nesse meio tempo a Pérsia havia se tornado um 
 grande 
 império militar e, seguindo o 
programa expancionista inevitável ditado por uma economia baseada na escravidão, empreendeu 
a conquista das cidades 
 jônicas e das colônias gregas da Asia Menor em 546 a.C.. 
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Como resultado muitos filósofos gregos, como Pitagoras e Xencifanes, abandonaram sua 
terra natal em troca das prosperas colônias gregas do sul da Italia. Como resultado 
desenvolveram-se escolas de filosofia e matemática em Crotona, sob a liderança de Pitagoras e 
em Eléia, sob a liderança de Xenófanes. Zendo e Parménides. 
Mas o jugo da opressão continuava constrangendo as cidades jônicas conquistadas , e em 
499 a.C. irrompeu urna revolta. Atenas , que havia se tornado um grande centro da civilização 
ocidental e ostentava progressos politicos de 
 caráter democrático, ajudou os revolucionários 
 corn 
o envio de armas. Embora a revolta tivesse sido esmagada, o enfurecido rei Dario da Pércia 
decidiu punir Atenas. Em 492 a.C. organizou um exército e uma armada imensos para atacar o 
continente grego: mas sua armada foi 
 destruída por uma tempestade e suas forças terrestres se 
depararam com dificuldades 
 expedicionárias 
 muito grandes. Dois anos depois. os exércitos persas 
penetraram na Ática 
 sendo derrotados decisivamente pelos atenienses em Maratona. E assim 
Atenas assumiu o manto da liderança grega. 
Em 480 a.C.. Xerxes, filho de Dario. tentou invadir novamente a Grécia por terra e mar. Os 
atenienses defrontaram-se corn a armada persa na 
 grande 
 batalha naval de Salamina e venceram; 
e embora as forças terrestres gregas, sob o comando de Esparta tivessem sido derrotadas no 
desfiladeiro de Termopilas. sofrendo enormes baixas , 
 no ano seguinte os gregos suplantaram os 
persas em Platéia forçando os invasores a abandonar a Grécia. A hegemonia de Atenas se 
consolidava e os cinqüenta anos seguintes , sob o reino da paz, foram um 
 período brilhante da 
historia de Atenas. A cidade de Péricles e Socrates tornou-se o fitIcro do progresso democrático e 
intelectual. Esse clima atraia matemáticos 
 de todas as partes do mundo grego. Anaxagoras, o 
último membro eminente da escola jônica, estabeleceu-se na cidade. Muitos dos dispersos 
pitagóricos acorreram a Atenas e Zendo e Parmenides. da escola eleatica, foram ao grande centro 
para ensinar. Hipocrates, da ilha grega de Quio, visitou Atenas onde, considera-se , publicou a 
primeira geometria organizada. 
A paz chegou ao fim em 431 a.C. com o inicio da Guerra do Peloponeso entre Atenas e 
Esparta. Foi um conflito inusitadamente longo. Atenas, ao inicio vitoriosa, foi assolada por peste 
devastadora que matou um quarto de sua população; e por fim, em 404 a.C., teve de aceitar uma 
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derrota humilhante. Esparta assumiu a liderança grega que só veio a perder em 371 a.C. ao ser 
derrotada por uma liga de cidades-Estados rebeldes. Durante esse 
 período 
 de lutas pouco 
progresso se fez em Atenas na geometria e. uma vez mais , 
 os avanços vieram da Magna Grécia, 
uma região mais pacifica. Com 
 a permissão para que os pitagóricos do sul da Itália, despidos de 
envolvimentos politicos, pudessem retornar as suas atividades, surge em Tarento uma nova 
escola sob a influência do talentoso e muito admirado Arquitas. 
Com o fim da Guerra do Peloponeso
. Atenas, embora reduzida politicamente a um plano 
secundário, 
 retomou sua liderança cultural. Platão nasceu em Atenas ( ou perto) em 427 a.C., o 
ano da grande peste. Depois de estudar filosofia com S6crates ali mesmo saiu pelo mundo, em 
longa jornada. à procura do saber. Estudou matemática com Teodoro de Cirene nas costas da 
Africa e tornou-se amigo intimo de Arquitas. Depois de seu retorno a Atenas por volta de 387 
a.C., fundou sua famosa Academia, uma instituição orientada por propósitos sistemáticos de 
investigação cientifica e filosófica. Depois de dirigir a Academia por toda sua vida, morreu em 
Atenas no ano 347 a.C., com a venerável idade de oitenta anos. Quase todos os trabalhos 
matemáticos importantes do século IV a.C., foram feitos por amigos ou discípulos de Platão. 
fazendo da Academia a ligação da matemática dos pitagóricos com a da posterior e duradoura 
escola de Alexandria. A 
 importância 
 de Platão na matemática não se deve a nenhuma das 
descobertas que fez mas, isto sim, à sua convicção 
 entusiástica de que o estudo da matemática 
fornecia o mais refinado treinamento do espirito e que. portanto, era essencial que fosse cultivado 
pelos filósofos e pelos que deveriam governar seu Estado ideal. Isso explica o famoso lema 
entrada da Academia: Que aqui não adentrem aqueles não-versados em geometria. A matemática 
parecia da mais alta 
 importância 
 a Platão devido ao seu componente lógico e à atitude espiritual 
abstrata gerada 
 por seu estudo; por esta razão ela ocupava o lugar de destaque no currículo da 
Academia. Alguns vêem nos 
 diálogos de Platão o que poderia ser considerada a primeira 
tentativa séria de uma filosofia da matemática. 
Eudoxo, que estudou com Arquitas e Platão, fundou uma escola em Cízico no norte da Asia 
Menor. Menaecmo, amigo de Platão e discípulo 
 de Eudoxo, inventou as secções cônicas. 
Dinostrato, irmão de Menaecmo e discípulo 
 de Platão, foi um geômetra competente. Teateto, 
um homem de talentos naturais pouco comuns a quem provavelmente devemos grande parte do 
material do décimo e do décimo terceiro livros dos Elementos de Euclides, foi outro 
 discípulo 
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ateniense de Teodoro. Deve-se mencionar também Aristóteles que, embora não fosse um 
matemático declarado, foi o sistematizador da lógica dedutiva , 
 além de ter deixado vários escritos 
sobre temas de fisica; algumas partes de sua Analytica posteriana revelam um 
 domínio raro do 
método matemático. 
3. EUCLIDES E SEUS ELEMENTOS 
3.1. Alexandria 
O período que se seguiu a Guerra do Peloponeso foi marcado pela desunião 
 política entre 
os Estados gregos; assim, tornaram-se presa fácil do 
 então 
 forte reino da Macedônia, situado ao 
norte. 0 clamor das admoestações de Dernóstenes foi 
 ignorado e o rei Felipe da Macedônia foi 
gradualmente estendendo seu poder para o sul. Os gregos reagruparam-se muito tarde para tentar, 
com possibilidades de êxito, defender-se e, com a derrota de Atenas em Queronéia (388 a.C.), a 
Grécia tornou-se parte do império Macedônio. 
Dois anos após a queda dos Estados 
 gregos, 
 Filipe foi sucedido por seu Mho, o ambicioso 
Alexandre, o Grande, que em seguida deu inicio a uma carreira de conquistas sem paralelo , na 
qual iria anexar aos já crescentes 
 domínios macedônicos extensas áreas 
 do mundo civilizado da 
época. Na trilha de suas tropas vitoriosas, Alexandre foi fundando um cordão de novas cidades, 
sempre em locais bem escolhidos. Foi assim que se deu a fundação de Alexandria, no Egito, em 
332 a.C.. 
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Consta que o próprio Alexandre escolheu o local, esboçou o plano geral e comandou o 
processo de colonização da cidade; mas sua construção propriamente dita ficou a cargo do 
eminente arquiteto Dinócrates. Desde o inicio, Alexandre mostrou que estava fadado a um 
destino promissor. Num 
 espaço 
 de tempo incrivelmente curto, devido em grande parte à sua 
localização privilegiada, num entroncamento de importantes rotas comerciais
, enriqueceu e se 
tornou o centro mais suntuoso c cosmopolita do mundo. Por volta de 300 a.C. tinha já 500.000 
habitantes. 
Depois da morte de Alexandre, 323 a.C., seu império se dividiu entre alguns de seus lideres 
militares , 
 resultando na emergência de três impérios , 
 com governos independentes, mas unidos 
pelos laços da civilização helênica decorrente das conquistas de Alexandre. 0 Egito coube a 
Ptolomeu que, no entanto, somente em 306 a.C. começou a governar efetivamente. Escolheu 
Alexandria como sua capital e, para atrair homens de saber à sua cidade, imediatamente 
começou a construir a famosa Universidade de Alexandria. Trata-se da primeira instituição do 
gênero e sua organização e objetivos logo vieram a se assemelhar aos das universidades atuais. 
Supostamente era muito bem provida de recursos e seu projeto agradável e bem elaborado 
continha salas de aula, laboratórios , 
 jardins, bibliotecas bem aparelhadas e habitações. 0 fulcro 
da instituição era a grande biblioteca, que por muito tempo foi o maior repositório cultural de 
todo o mundo e que dentro de quarenta anos após sua fundação ostentava mais de 600.000 rolos 
de papiro. Por volta de 300 a.C. a universidade abriu suas portas e dai para a frente, por quase 
um milênio . 
 Alexandria se tomou a metrópole intelectual da raça negra. 
Para montar uma equipe de intelectuais de alto gabarito na universidade, Ptolomeu recorreu 
a Atenas, convidando o ilustre Demétrio Faleiros para dirigir a grande biblioteca. Homens de 
talento e capacidade foram escolhidos para desenvolver os vários campos de estudo. Euclides, 





E desapontador, mas muito pouco se sabe sobre a vida e personalidade de Euclides, salvo 
que foi ele. segundo parece. o criador da famosa e duradoura escola de matemática de Alexandria 
da qual. sem dúvida foi professor. Desconhecem-se também a data e o local de seu nascimento. 
mas é provável que sua formação matemática tenha se dado na escola platônica de Atenas. 
Muitos anos mais tarde, ao comparar Euclides com ApoRini°, de maneira 
 desfavorável 
 a este 
ultimo, Papus elogiou Euclides por sua modéstia e consideração para com os outros. Proclo 
enriqueceu sumário Eudemiano com a história freqüentemente repetida da resposta de Euclides 
A indagação de Ptolomeu sobre se não haveria um cominho mais curto para o conhecimento 
geométrico. "1\113 há estradas reais na 
 geometria", 
 teria dito o mestre. 
Euclides e Os Elementos são freqüentemente considerados sinônimos: na realidade o 
homem escreveu cerca de uma dúzia de tratados , cobrindo 
 tópicos 
 variados, desde 
 óptica. 
 
astronomia , musica e mecânica até um livro sobre secções cônicas. Com 
 exceção de A esfera de 
Autólico. os livros de Euclides que sobreviveram são os mais antigos tratados gregos existentes; 
no cntanto , 
 do que Euclides escreveu mais da metade se perdeu, inclusive algumas das obras 
mais importantes. como o tratado sobre cônicas. Euclides considerava Aristeu, um geômetra 
contemporâneo, 
 merecedor de grande crédito por ter escrito um tratado mais antigos sobre 
lugares sólidos. Os tratados sobre cônicas de Aristeu e Euclides se perderam ambos, 
provavelmente sem possibilidade de recuperação, talvez porque logo foram superados pelo 
trabalho mais extenso sobre cônicas de ApoMini°. Entre as obras perdidas de Euclides está 
também uma sobre Lugares de Superficie, outra sobre Pseudaria e uma terceira sobre Porismas. 
Pelas referências antigas não fica sequer claro que material continham. A primeira, por exemplo. 
poderia dizer respeito as superfícies conhecida pelos antigos — esfera, cone, cilindro, toro, 
elipsóide de revolução, parabolóide de revolução e hipérbole de revolução de duas folhas — ou 
talvez as curvas sobre estas superficies. Tanto quanto sabemos, os gregos não estudaram outras 
superficies além das de sólidos de revolução. 
A perda dos Porismas de Euclides é particularmente irritante, pois podem ter representado 
uma antiga aproximação A geometria analítica. Papus disse mais tarde que um porisma é algo 
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intermediário entre um teorema, em que alguma coisa é proposta para demonstração. e um 
problema em que alguma coisa é proposta para construção. Outros escreveram um porisma como 
uma proposição em que se determina uma relação entre quantidades conhecidas e variadas ou 
indeterminadas , 
 talvez a melhor aproximação da idéia de função da antigUidade. Se um porisma 
era, como se pensou, uma espécie de equação verbal de uma curva, o livro de Euclides sobre 
Porimas pode ter diferido de nossa geometria 
 analítica principalmente pela falta de simbolos e 
técnicas algébricas. 0 historiador da geometria do século dezenove, Michel Chasles, sugeriu 
como porisma típico 
 a determinação do 
 lugar 
 geométrico, de um ponto para o qual a soma dos 
quadrados das distâncias a dois pontos fixos é constante. 
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3.3. Os "Elementos " de Euclides 
Cinco obras de Euclides sobreviveram até hoje: Os Elementos, Os Dados, Divisão de 
Figuras. 
 Os Fenômenos e Óptica. Essa 
 última tem interesse por ser um dos primeiros trabalhos 
sobre perspectiva, ou a geometria da divisão direta. Os antigos dividiram o estudo da 
 óptica em 
três partes: (1) óptica ( a geometria da visão direta) (2) catóptrica ( geometria dos raios refletidos) 
e (3) dióptrica (a geometria de raios refratados). Uma catóptrica As vezes atribuida a Euclides é 
de duvidosa autenticidade, sendo talvez de Teon de Alexandria. que viveu seis séculos depois. 
Óptica de Euclides é digna por adotar uma teoria de "emissão" para a visão, segundo o qual o 
olho envia raios que vão até o objeto, em contraste com uma doutrina rival de Aristóteles, na qual 
uma atividade num meio caminha em linha reta do objeto para o olho. Deve-se notar que a 
matemática da perspectiva ( em contraposição A descrição 
 física) é a mesma em qualquer das 
duas teorias. Entre os teoremas que se encontraram na Óptica de Euclides está um largamente 
usado na antigiiidade; tga/tg13 < c/f3 se 0 < < < 7t '2. Um objetivo da óptica era combater a 
insistência dos epicuristas de que um objeto é exatamente do tamanho que aparenta, não se 
devendo fazer ajustes para compensar os efeitos da perspectiva. 
Os Fenômenos, de Euclides, é muito semelhante a A esfera de Autólico — isto 6. uma obra 
de geometria esférica para uso dos astrônomos. Uma comparação entre as duas mostra que os 
dois autores se aproveitara fortemente de uma tradução de livros-texto que era bem conhecida de 
sua geração. É possível que o mesmo seja verdade quanto a Os elementos de Euclides, mas, nesse 
caso, não há obra 
 contemporânea preservada com a qual possa ser comparada. 
A Divisão de Figuras é significativa 
 por ser uma obra que se teria perdido se não fosse pela 
cultura dos sábios árabes. Não sobreviveu no original grego; mas antes do desaparecimento das 
versões gregas, uma tradução árabe 
 teria sido feita, a qual por sua vez mais tarde traduzida para 
o latim, e finalmente para as 
 línguas modernas (uma versão em inglês ). Isso não é excepcional, 
para obras antigas. A Divisão de Figuras 
 contém 
 uma coleção de trinta e seis proposições 
relativas a divisão de configurações planas. 
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Os Dados de Euclides. obra que chegou até 
 nós 
 tanto em grego como ern árabe, parece ter 
sido escrita para uso na universidade de Alexandria. servindo de complemento aos seis primeiros 
volumes de Os Elementos. 
Sua fama repousa principalmente sobre seus Elementos, dos sucessores de Euclides até 
tempos modernos, a mera 
 citação 
 do número de um livro e o de uma proposição de sua obra 
prima é suficiente para identificar um teorema ou construção particular. Nenhum trabalho exceto 
a Biblia, foi fa- 0 usado ou estudado e, provavelmente , 
 nenhum exerceu influência maior no 
pensamento cientifico. Mais de mil edições impressas dos Elementos já apareceram desde a 
primeira delas em 1482; por mais de dois milênios esse trabalho dominou o ensino de 
geometria. Não é nenhuma censura ao trabalho brilhante de Euclides o fato de que houve outros 
elementos anteriores ao seu. De acordo com o Sumário Eudemiano, a primeira tentativa nesse 
sentido foi feita por Hipócrates de Quio e a seguinte por 1,8on, cuja época situa-se 
aproximadamente entre a de Platão e a de Eudoxo. HA informações de que o trabalho de Léon 
continha uma seleção maior e mais cuidadosa de proposições do que a de Hipócrates e que essas 
proposições eram, inclusive, mais proveitosas. A academia de Platão tinha também seus 
Elementos — uma coleção admirável e muito elogiada escrita por Te6dio de Magnésia. Ao que 
parece a geometria de Teddio foi a precursora imediata do trabalho de Euclides, que sem dúvida 
nenhuma teve acesso a ela, especialmente se de fato estudou na escola de Platão. Euclides 
também estava a par dos trabalhos importantes de Teateto e Eudoxo. Assim, é provável que os 
Elementos de Euclides sejam, na sua maior parte uma compilação altamente bem sucedida e um 
arranjo sistemático 
 de trabalhos anteriores. Não há dúvida de que Euclides teve de dar muitas 
demonstrações e aperfeiçoar outras tantas, mas o grande mérito de seu trabalho reside na seleção 
feliz de proposições e no seu arranjo numa seqüência lógica, prestunivelmente a partir de umas 
poucas suposições iniciais. 
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3.4. 0 Conteúdo dos "Elementos" 
A obra compõe-se de 13 livros , 
 ou seja, 13 
 capítulos. 
 Os assuntos tratados são: 
Livro 1 - Construções elementares, teoremas de congruência. Area de 
 polígonos. 
 teorema de 
Pitágoras. 
Livro 11- Algebra Geométrica. 
Livro HI - Geometria do circulo 
Livro IV - Construção de certos 
 polígonos 
 regulares. 
Livro V - A teoria das proporções de Eudoxo. 
Livro VI - Figuras semelhantes. 
Livro VII-IX - Teoria dos números. 
Livro X - Classificação de certos irracionais (Teateto) 
Livro XI - Geometria no espaço, volumes simples. 
Livro XII - Áreas e volumes calculados pelo método da exaustão (integração) de Eudoxo. 
Livro XIII - Construção dos cincos sólidos 
 regulares. 
 
Em seus 13 livros, Os Elementos contêm um total de 467 
 proposições. 
 Posteriormente. ao 
 
longo dos séculos, dois 
 capítulos 
 foram adicionados ao livro. 0 Livro XIV, sobre os poliedros 
regulares. foi acrescido por Hipsicles, durante o século II a.C.. 0 Livro XV trata do mesmo 
assunto e foi incorporado aos Elementos bem mais tarde, em torno do século VI d.C., 
provavelmente por Damasquio. No entanto , 
 esse capitulo espúrio é confuso e contém erros. 
Após 
 as definições, postulados e axiomas, cada livro contém proposições, que se dividem 
em dois tipos: Problemas de construção e teoremas. 
Segundo Proclo, uma proposição Id] um movimento do pensamento em uma projeção de 
nosso raciocínio sobre as figuras de nossa imaginação e de suas propriedades, cuja demonstração 
é o trabalho da teoria". Para Proclo, uma proposição se divide como segue: 
D A protase, que torna precisos os dados iniciais e o que se pretende demonstrar. 
D- A exposição, que analisa os dados e prepara a investigação. 
> O diorismo ou determinação, que torna precisos os detalhes da pesquisa. 
> A construção, cujo objetivo é nos fornecer o que não estava presente nos dados. 
> A demonstração. que, por meio do raciocínio lógico-dedutivo, nos leva à 
 conclusão. 
> Conclusão, que repete o enunciado, para mostrar que ele foi realmente demonstrado. 
Livro 
Começa com as definições dos termos que serão usados nos Elementos; mais precisamente, 
em seus primeiros livros; elas são 23, segundo a reconstituição de Heiberg, apresentadas a seguir 
segundo a tradução para o português da versão de Roberto Simson, publicada em Lisboa em 
1756; 
1. Ponto é o que não tem partes ou o que não tem grandeza alguma. 
2. Linha é o que tem comprimento sem largura [para Euclides, a palavra linha significa 
curva]. 
3. As extremidades da linha são pontos [com esta definição, fica claro que_ para Euclides, 
toda curva é sempre finita]. 
4. Linha reta é aquela que está posta 
 igualmente 
 entre suas extremidades [para Euclides, 
uma linha é o que hoje chamamos de segmento de reta]. 
5. Superfície é o que tem comprimento e largura. 
6. As extremidades das superfícies são linhas. 
7. Superfície plana é aquela sobre a qual assenta toda uma linha reta entre dois pontos 
quaisquer que estiverem na mesma 
 superfície. 
8. Um ângulo plano é a inclinação relativa de duas linhas retas, se elas estão no mesmo 
plano e não estão em linha reta. 
9. Quando as linhas que contêm o ângulo são linhas retas, o ângulo é chamado de ângulo 
retilíneo. 
10. Quando uma linha reta, caindo sobre outra linha reta, fizer com estas dois ângulos iguais, 
um de uma, e outra de outra parte, cada um desses ângulos iguais se chama reto; e a linha 
incidente se diz perpendicular à outra linha, sobre a qual cai. 
11. Um Angulo obtuso é o que é maior do que o ângulo reto. 
12. Angulo agudo é o que 6 menor do que o ângulo reto. 
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13. Fronteira é aquilo que é extremidade de alguma coisa. 
14. Figura é urn espaço fechado por uma ou mais fronteiras. 
15. Circulo é uma figura plana, fechada por um s6 linha, a qual se chama circunferência, de 
tal maneira que todas as linhas retas, que de um certo ponto existente no meio da figura 
conduzem para a circunferência, são iguais entre si. 
16. 0 dito ponto se chama centro do circulo. 
17. Diâmetro 
 do circulo é uma linha reta que passa pelo centro e que se termina por ambas as 
partes da circunferência. 
18. Semicírculo é uma figura compreendida entre o diâmetro e aquela parte da circunferência 
do circulo que é cortada pelo 
 diâmetro. 
19. Figuras retilíneas 
 são aquelas formadas por linhas retas. 
20. Entre as linhas trilaterais, o triângulo equilátero 
 é o que tem os três lados iguais. 
21. Além disso, entre as figuras trilaterais, o triângulo retângulo é aquele que tem urn ângulo 
reto; o triângulo obtuso é o que tem um ângulo obtuso; e o triângulo agudo, o que tem 
três ângulos agudos. 
22. Entre as figuras quadrilaterais, o quadrado é aquele que é ao mesmo tempo eqüildtero e 
retângulo; um rombo é uma figura eqüilátera que não é um 
 retângulo. 
 O rombóide é uma 
figura que tem lados opostos iguais mas não é eqüilátera 
 nem eqüiângular. 
 Quadriláteros 
distintos destes são chamados trapézios. 
23. Linhas paralelas ou equidistantes são linhas retas que. existindo no mesmo plano. e sendo 
prolongadas em ambas as partes, nunca chegam a se tocar. 
Discute-se até hoje se Euclides percebia ou não que seus conceitos iniciais (ponto. reta, 
plano) não devem ser definidos. Alguns estudiosos afirmam que ele tinha consciência desse fato, 
mas que apresentou suas definições para descrever intuitivamente seus termos
, a fim de que os 
leitores dos Elementos pudessem se convencer de que seus axiomas e postulados se aplicam aos 
conceitos "definidos". 
A maior parte das definições de Euclides foram provavelmente reproduzidas de trabalhos 
anteriores; assim algumas delas nunca são usadas nos Elementos, como as de oblongo, de rombo 
e de rombóide, por exemplo. 
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Em seguida, Euclides apresenta os seguintes postulados: 
I — Pede-se como coisa 
 possível 
 que se tire de um ponto qualquer para outro ponto qualquer 
uma linha reta. 
II - E que uma linha reta determinada continua em direção de si mesma, até onde seja 
necessário. 
III — E que com qualquer centro e qualquer intervalo se descreve um circulo. 
IV — Todos os ângulos 
 retos são iguais. 
V - Se unia linha reta encontrando-se com outras duas retas fizer ângulos internos da mesma 
parte menores que dois retos, estas duas retas, produzidas ao infinito. concorrerão para a 
mesma parte dos ditos 
 ângulos internos. 
Algumas edições, como a de Peyrard, feita no inicio do século XIX, apresentam um sexto 
postulado: 
VI - Duas retas não compreendem uma porção do espaço. 
Preferimos seguir a edição de Heiberg, que apresenta somente os cinco primeiros dos 
postulados acima. 
Euclides não supõe que conceitos definidos começam a existir automaticamente. 
Aristóteles já tinha chamado a atenção para o fato de que é possível 
 definir algo que possui 
propriedades incompativeis. Os três primeiros de seus postulados afirmam a existência de retas e 
de círculos. Euclides prova a existência dos outros objetos matemáticos definidos nos elementos. 
Assim, já na primeira proposição dos Elementos, por exemplo, Euclides demonstra que existem 
triângulos 
 equiláteros, mostrando como é possível construir um 
 triângulo eqUildtero cujo lado é 
dado. 
Os postulados IV e V são bem distintos dos três primeiros. 0 significado do postulado IV 
é bem claro, mas muito se tern discutido se ele deve ser classificado como um postulado ou um 
teorema. Caso fosse um teorema, ele teria que ser demonstrado sobrepondo um par de 
 ângulos 
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retos adjacentes a um outro par do mesmo tipo, mas Euclides sempre tentou na medida do 
possivel, 
 evitar demonstrações por superposição. De qualquer maneira
. Euclides é obrigado a 
introduzir o postulado IV antes do V, pois a condição do postulado V. de que um certo par de 
ângulos 
 internos some menos do que dois 
 ângulos 
 retos, não faria sentido se antes não ficasse 
bem claro que dois 
 ângulos 
 retos quaisquer são iguais. 
0 postulado V é conhecido como Postulado das Paralelas. Sabemos muito mais de sua 
história do que da dos outros quatro, pois a teoria das paralelas era muito discutida antes de 
Euclides. Assim. Aristóteles comenta que essa teoria continha um problema de raciocínio 
circular. 0 mérito de Euclides foi perceber a necessidade de introduzir um postulado na teoria das 
paralelas. Uma grande vantagem da formulação de Euclides é que ela fornece um critério para 
determinar se duas linhas retas se encontrarão ou não quando forem prolongadas. Nisso, o 
enunciado de Euclides 6 superior aos substitutos que foram introduzidos posteriormente. 
inclusive ao usado hoje, 
 atribuído ao matemático escocês John Playfair (1748-1819), embora já 
fosse conhecido por Prod°, no século V d.C., e usado por vários autores: dada uma reta e um 
ponto fora dela, é possível 
 passar pelo ponto uma, e somente uma, paralela à reta dada. 
Prado relata que o postulado V foi imediatamente atacado; de fato , ele é de caráter 
nitidamente diferente dos outros quatro. Falta-lhe a concisão e a plausibilidade imediata dos 
outros. Em verdade, o Postulado V é a reciproca da proposição 17 do Livro I. Assim, não espanta 
que ele parecesse mais a um teorema do que a um postulado. Em verdade, Euclides evitou ao 
máximo o uso deste postulado. A primeira ocasião em que ele o emprega é na Proposição 29 do 
Livro I, embora pudesse, usando-o, ter apresentado demonstrações mais simples de algumas 
proposições anteriores. 
Os axiomas apresentado por Euclides: 
1 - As coisas que são iguais a uma terceira são iguais entre si. 
II — Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, os resultados serão iguais. 
III - E se de coisas iguais tirarmos coisas iguais, os restos serão iguais. 
IV - Duas quantidades que se ajustam perfeitamente uma com outra são também iguais. 
V - 0 todo é menor do que qualquer de suas partes. 
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Há indícios de que os 
 três primeiros axiomas foram formulados por Euclides, mas talvez 
os dois últimos tenham sido introduzidos posteriormente. 0 axioma IV tem sido criticado porque 
diz respeito a coisas particulares, e não gerais, 
 devendo portanto ser um postulado, e não um 
axioma. 
0 Livro I contém os teoremas básicos sobre conarruências, retas paralelas, o teorema de 
Pitágoras. as construções elementares, figuras equivalentes e paralelogramos. 
 
Como exemplo de proposição que consiste em uma construção, e não em uma 
demonstração. apresentamos abaixo a proposição 9: 
Proposicão 9 — Tragar a bissetriz de um ângulo retilíneo. 
Seja o ângulo BAC dado. É pedido para traçar a sua bissetriz. 
Tome um ponto arbitrário. 
 D, sobre AB. Marque sobre AC o ponto E tal que AD = AE 
[usamos aqui a Proposição 3]. Trace a reta que passa por DeEe construa o 
 triângulo equilátero 
 
DEF sobre DE [Proposição 1]. Trace o segmento AF. 
Afirmo que o ângulo BAC foi dividido em duas partes iguais pela reta que passa por AF. 
Com efeito, como AD é igual a AE, e AF é comum, os lados DA e AF são iguais a EA e 
AF, respectivamente. E o lado DF é igual ao lado EF; portanto, o ângulo DAF é igual ao ângulo 
EAF [usamos aqui a Proposição 8]. 
22 
Assim o angulo retilíneo 
 dado BAC foi dividido em duas partes iguais pela reta AF. 
Quase ao fim deste primeiro capitulo dos Elementos, temos a Proposição 47. o Teorema 
de Pitágoras: Em um 
 triângulo retângulo. o quadrado construido sobre a hipotenusa é igual 
soma dos quadrados construidos sobre os catetos. Na proposição seguinte, a do número 48. temos 
a reciproca deste teorema: Se o quadrado construido sobre o maior lado for igual à soma dos 
quadrados construidos sobre os dois outros lados, então o triângulo é retângulo. 
Livro 
Trata da Algebra Geométrica. Como já explicamos, os gregos, após descobrirem a 
existência dos números irracionais, se refugiaram na Geometria. Assim, o produto de dois 
números, por exemplo, 6, para eles, a area do retângulo do qual os dois números são os lados. A 
soma de dois números consiste em adicionar ao segmento que representa urn deles o segmento 
que representa o outro. 
As 10 primeiras proposições do Livro IL traduzidas em linguagem algébrica moderna são 
o equivalente geométrico dos seguintes fatos 
 algébricos: 
1) a(b + c + d + ...) = ab + ac + ad + 
2) (a + b )a + (a + b)b = (a + b)2 
3) (a + b )a = ab +a2 
4) (a + b) 2 a2 + 2ab + b2 
5) ah ['A (a + b ) - b 
	 =[ '/2 ( a + b ) ] 2 
6) (2a + b )b +a2 = (a + b)2 
A Proposição 11 do Livro II ensina como resolver geometricamente certos tipos de 
equações do segundo grau. 
Livro  
Principia com onze definições relativas a círculos. 
 A primeira delas afirma: 
I — São iguais aqueles círculos cujos 
 diâmetros são iguais. ou nos quais as retas que vão do 
centro até a circunferência são iguais. 
A maior parte das proposições desse livro nos é conhecida dos cursos de geometria do 
segundo grau. Entre elas temos a 
 proposição 22: Os ângulos opostos de um 
 quadrilátero inscrito 
em um circulo, tomados juntos, são iguais a dois retos. 
A proposição mais original do Livro III é a 16: 
Proposição 16 — A reta que de uma extremidade do 
 diâmetro 
 de um circulo se levanta 
perpendicularmente sobre o mesmo diâmetro caberá 
 toda fora do circulo: e entre esta reta e a 
circunferência não se pode tirar outra linha reta alguma. 
Isso equivale a dizer que a circunferência do 
circulo passará entre a perpendicular ao 
 diâmetro e a 
reta que com o diâmetro 
 fizer um ângulo agudo, por 
grande que seja: ou também que a mesma 
circunferência passará 
 entre a dita perpendicular e outra 
reta que fizer com a mesma perpendicular um Angulo 
qualquer, por pequeno que seja. 
A originalidade desta proposta é que Euclides considera a figura formada pelo segmento 
AT e pelo arco de circulo ACE como um "ângulo". Segundo seu teorema. no interior dessa 
figura não se pode traçar nenhuma reta, passando por A, que esteja totalmente fora do circulo. 





Trata da construção de certos 
 polígonos. 
 Ele principia com sete definições , seguidas de 
proposições do tipo: Em urn circulo dado, inscrever um triânQulo cujos 
 ângulos 
 sejam iguais aos 
ângulos de um 
 triângulo 
 dado (Proposição 2); inscrever um circulo em um triângulo dado 
(proposição 4); inscrever um quadrado em um circulo dado, etc. 
Na proposição 10 do Livro IV, Euclides ensina como construir um triângulo isosceles 
com ângulos iguais a 36, 72 e 72 graus. Isso permite construir o pentagono, visto de 36° é 
exatamente um décimo de 360 0 
. 
Livro  
Constitui um dos pontos altos dos Elementos , 
 tem sido exaustivamente estudado pelos 
historiadores da Matemática grega. Entre os outros 
 capítulos 
 dos Elementos, somente o Livro X 
atinge o mesmo nivel de sofisticação 
 matemática. 
Surpreendentemente, Euclides inicia este capitulo sem definir o que é uma grandeza. 
Entre as 20 definições do Livro V. algumas são essenciais, outras são estranhas
, e outras ainda 
revelam preocupação bem especifica. A primeira definição é a seguinte: 
Definição 1 : Urna grandeza é parte de uma grandeza, a menor da maior, quando ela mede a 
maior [parte 
 significativa 
 divisor. Euclides quer dizer que uma grandeza é divisor de outra 
quando a menor divide exatamente a maior.]. 
Definição 2: A grandeza maior é um múltiplo da menor quando é medida pela menor [ou 
seja, múltiplo quer dizer inteiro]. 
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Definição 3: Uma razão é um tipo de relação, relativa A quantidade. entre duas grandezas 
do mesmo tipo (homogêneas). [Esta definição é bastante obscura. 0 essencial dela parece ser a 
palavra homogênea.] 
Definição 4: Uma proporção é uma identidade de razões. [Esta definição não aparece em 
todos os manuscritos dos Elementos. Colocada aqui. ela não desempenha nenhum papel útil.] 
Definição 5: Dizemos que duas grandezas têm uma razão entre si quando a menor
, 
 tomada 
um certo número de vezes, pode ultrapassar a maior. [Esta definição é importante. Ela restringe 
as grandezas As quais podemos associar uma razão. Sao aquelas grandezas A e B para as quais 
existe um inteiro II tal que nA > B.] 
A Definição 5, acima, é geralmente conhecida como Axioma de Arquimedes. Ela exclui 
razões entre grandezas tais que uma delas seja 
 tão 
 pequena que nenhum de seus múltiplos finitos 
excede a outra. Assim, ela exclui as grandezas infinitamente pequenas (ou infinitesimais) e as 
grandezas infinitamente grandes. Vemos. portanto. que esta definição dá As razões um tratamento 
bem moderno , 
 colocando-as no quarto adotado atualmente para a 
 Análise Matemática, que exclui 
de seu âmbito 
 os infinitamente pequenos ou grandes. 
Definição 6: Dizemos que grandezas estão na mesma razão, a primeira para a segunda e a 
terceira para a quarta, quando umas grandezas, quaisquer que sejam. eqüimúltiplas da primeira e 
da terceira a respeito de outras quaisquer, eqüimúltiplas da segunda e da quarta, são ou 
conjuntamente maiores, ou conjuntamente menores, ou conjuntamente iguais. 
Esta é a definição essencial do Livro V. Sejam A, B. C e D quatro grandezas. Dizemos que 
A e B têm a mesma razão que C e D quando para todos os inteiros in e n, temos: 
a) Se nA > mB, então nC > mD. 
b) Se nA = mB, então nC = mD. 
e) Se nA < mB, então nC ma 
Esta definição foi considerada imprecisa ou demasiadamente complicada por muitos 
matemáticos, desde a Renascença, embora uma 
 análise 
 cuidadosa mostre sua adequação. 
Definição 7: Grandezas que têm a mesma razão são chamadas proporcionais. 
Definição 8: Quando entre esses eqüimúltiplos, um múltiplo da primeira ultrapassa um 
múltiplo da segunda, e um múltiplo da terceira não ultrapassa um múltiplo da quart& dizemos 
que a razão da primeira com a segunda é maior do que a razão da terceira com a quarta. 
Esta definição também foi considerada imprecisa ou demasiadamente complicada por 
muitos matemáticos , 
 desde a Renascença, embora uma análise cuidadosa mostre sua adequação. 
Em seguida. nas 12 definições restantes, Euclides define vários termos técnicos relativos a 
proporções, como antecedente, conseqüente, etc. 
Após essas definições, o Livro V demonstra 25 teoremas sobre grandezas ou razões entre 
grandezas. Nessas demonstrações Euclides usa segmentos de retas como exemplo para as 
grandezas consideradas , 
 mas as demonstrações se aplicam a qualquer tipo de grandeza. 
 Algumas 
das demonstrações do Livro V parecem repetir provas já vistas no Livro II. No entanto, as do 
Livro II se aplicavam somente a segmentos de retas, enquanto as do Livro V se aplicam a 
qualquer tipo de grandeza. 
Euclides usa, sem explicar, o seguinte resultado fundamental: 
Sejam A, B e C grandezas, Existe então 
 uma grandeza D la! que a razão de A para B e igual 
razão de C para D. 
Esse resultado é usado, em particular, na demonstração da proposição 18. No caso de 
grandezas lineares, ele é exatamente o chamado teorema de Tales, que se encontra demonstrado 
no Livro VI (Proposição 12). 
As opiniões dos matemáticos sobre o alcance da teoria das proporções desenvolvidas no 
Livro V são conflitantes. Alguns, como o francês Jean Dhombres, afirmam que Euclides chegou 
bem perto de uma teoria dos números reais. Outros discordam disso. 
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Como diz Kline, o livro V: 
"(... ) foi essencial para o desenvolvimento posterior da Matemática". Os gregos 
clássicos não introduziram números racionais e tentaram evitá-los trabalhando 
geometricamente, ... No entanto, este emprego da Geometria não conseguia lidar 
com razões e proporções de grandezas incomensuráveis de todos os tipos, falha 
corrigida no Livro V, ao se construir uma teoria completa das grandezas. Assim, 
ele conseguiu dar fundamentos seguros á Geometria grega que tratava de 
grandezas. O problema crucial, no entanto, é saber se a teoria das grandezas 
forneceu uma base lógica para uma teoria dos números reais, incluindo, 
naturalmente, os números irracionais. 
Sobre esse problema, Kline conclui que a teoria das proporções, conforme feita por 
Euclides, se aplica somente As grandezas geométricas. Assim , para se construir rigorosamente a 
Matemática. foi necessário tratar as quantidades continuas em uma base estritamente geométrica, 
o que realmente aconteceu até o fim do século XVII. 
De fat() ; se interpretarmos a teoria das razões de grandezas como números, deveria ser pelo 
menos possível adicionar e multiplicar esses números. Mas Euclides nunca trata de a/b c/d , 
onde a, b. c e d são grandezas. 
 Para Euclides, essas razões são somente elementos de proporções, 
e assim não têm um significado geral. 
Livro VI: 
Trata de figuras proporcionais. e para isso usa a teoria das proporções desenvolvida no 
Livro V. 0 capitulo abre com a definição de figuras semelhantes: 
Definição 1: Figuras retilineas semelhantes são aquelas que têm  ângulos correspondentes 
iguais e os lados que compreendem ângulos iguais proporcionais dois a dois. 
1 7 
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Definição 3: Um segmento de reta está dividido em média e extrema razão se a razão do 
todo para o maior segmento é igual à razão do maior para o menor segmento. 
A grande vantagem de ter feito previamente a teoria das proporções para grandezas 
comensuráveis e incomensuraveis, no Livro V, é que agora Euclides pode trabalhar 
tranqüilamente. sem se preocupar em saber se as grandezas com que está lidando são ou não 
comensuráveis. 
Entre as proposições interessantes deste capitulo. mencionamos. em primeiro lugar. a: 
Proposição 13 — Achar a média proporcional entre dois segmentos de reta dados. 
Algebricamente, dados a e b. pede-se para achar N'ab . 
A demonstração apresentada por Euclides é bem conhecida: 
Sejam dados os segmentos AB e BC. Devemos achar 
entre os segmentos AB e BC uma média proporcional. 
Coloquemos esses segmentos em linha reta [e adjacentes], 
e seja o semicírculo ADC descrito com diâmetro AC. 
Trace BD. a perpendicular em B a AC, e trace as 
retas AD e DC. 
Como o angulo ADC é um angulo em um semicirculo, ele é reto. 
E. como no triângulo retângulo  ADC, DB foi traçado do vértice do Angulo reto 
perpendicularmente à base. segue-se que BD é a média proporcional entre os segmentos da 
base. AB e BC. 
Portanto achamos a média proporcional BD aos dois segmentos dados AB e BC. 
Chamamos também  a atenção, neste capitulo, para as Proposições 28 e 29, que mostram 
como resolver geometricamente as equações: 
s = ax (b/c) x 2 	 e s = ax (b/c) x 2, respectivamente. 
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Com esses dois resultados, Euclides mostra como resolver qualquer  equação do 2° grau em 
que urna das raizes é positiva. 
Em seguida. no desenvolvimento dos Elementos. temos os chamados livros aritméticos. 
os Livros VII, VIII e IX, dedicados à Teoria dos números. 
Livro 1,7I: 
Ressaltamos as seguintes definições: 
Definição 3: Um número é parte de outro número, o menor do maior, quando ele mede o 
maior [ou seja, em linguagem moderna, o número maior é um múltiplo inteiro do menor]. 
Definição 5: 0 maior número é um múltiplo do menor quando ele é medido pelo menor. 
Definição 11: Um número primo é um que é medido unicamente pela unidade. 
Definição 12: Números primos entre si [relativamente primos] são aqueles que só têm a 
unidade como medida comum. 
Definição 13: Um número composto é um que é medido por algum número [diferente da 
unidade] . 
Definição 22: Um número é perfeito se ele é igual à soma de suas partes próprias. 
Uma peça-chave no desenvolvimento da teoria dos Números de Euclides é a noção de 
máximo divisor comum de dois números. As Proposições 1 e 2 mostram como achar o mdc de 
dois números a e b. Isso é feito usando o algoritmo de Euelides, que se baseia no fato de que se 
a — bq r, com O < r < b, então mdc (a, b) = rndc (b, q). Esse algoritmo sempre chega ao fim, 
aplicado a dois números inteiros a e b. Mais tarde, no Livro X, ele será aplicado a grandezas; 
neste caso, usando o algoritmo, é possível  verificar se elas são ou não comensuráveis. 
Citamos. entre os teoremas demonstrados no Livro VII, os seguintes: 
Proposição 30 — Se o produto de dois números for divisivel por um primo, então um dos 
dois números será divisível por esse primo. 
Uma conseqüência imediata deste teorema é a: 
Proposição 31 — Qualquer número composto é medido por algum número primo. 
Em linguagem moderna, esta proposição é o resultado bem conhecido e básico: qualquer 
inteiro tem um divisor primo. 
Livro VIII: 
Continua o estudo da Teoria dos Números , tratando essencialmente de progressões 
geométricas. 
Livro IX: 
Conclui o estudo da Teoria dos Números, nele, encontramos a Proposição 14. que afirma: a 
decomposição de um número em produto de primos é única. 
Outra proposição do número IX, a vigésima, classificada pelo matemático inglês Hardy 
como uma pérola, é a demonstração de que existem infinitos números primos. A demonstração de 
Euclides, embora formulada em termos geométricos. é essencialmente a seguinte: 
Suponha que existe somente um número finito de primos pl, p2, 	 pm e considere o 
número 
N = plp2 pn +1. 
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Obviamente N é maior do que qualquer dos primos p1, p2, 	 , pn. Se N for primo, 
chegamos  a uma contradição. Mas se N for primo, então, pela Proposição 31 do Livro VI, N tem 
um divisor primo , que s6 poderá ser um dos  números p1. p2, pn. Mas nenhum destes números 
"mede-  N, pois. quando dividimos N por qualquer um deles, obtemos sempre o resto 1, e 
chegamos a um absurdo. 
A proposição 35 acha a soma dos termos de uma progressão geométrica. A proposição 
seguinte mostra que, se 1 2 2 2 	 + 2n-1 é primo, então (2n - 1) 211-1 é um número perfeito. 
Livro X: 
Trata da classificação dos incomensuráveis, e é devido a Teateto. Este capitulo dos 
Elementos é freqüentemente chamado de "crux mathematicorum" (cruz dos matemáticos), devido 
As dificuldades inerentes a sua compreensão. Em linguagem moderna, o Livro X estuda os 
números da forma 	 NiVi ± 	 , onde a e b são racionais . Na linguagem geométrica grega, 
estuda os segmentos 	 ± -113 , onde a e b são comensuráveis. 
Entre as definições, citemos a primeira: 
Definição  1: Duas grandezas são comensuráveis se elas são medidas por uma medida 
comum são incomensuráveis se não podem ter medida comum. 
A primeira proposição é fundamental; para sua demonstração, Euclides admitiu 
implicitamente o que hoje chamamos de Postulado de Arquimedes: Dadas duas grandezas, um 
certo múltiplo da menor sera maior do que a maior. 
O enunciado da proposição I 6: 
Dadas duas grandezas desiguais, se da maior for subtraida uma grandeza maior do que sua 
metade, e do resultado for subtraida uma grandeza maior do que sua metade, e se esse processo 
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for repetido sucessivamente , chegaremos a uma grandeza que será menor do que a menor das 
grandezas inicialmente dadas. 
Nas Proposições 2 e 1 Euclides mostra como usar o seu algoritmo para testar se duas 
grandezas são comensuráveis: Caso o algoritmo chegue ao fim, elas o são, caso contrário , são 
incomensuráveis. 
Ha cento e quinze proposições no Livro X. Algumas edições apresentam duas proposições 
extras, a segunda das quais é a demonstração bem conhecida de que .,12 é irracional. 
Os livros XI, XII e XIII tratam da Geometria no espaço. 
Livro XI: 
Este livro começa com as seguintes definições: 
Definição 1: Um solido 6 aquilo que tem comprimento , largura e profundidade. 
Definição 2: A extremidade de um sólido é a superfície. 
Definição 3: Uma linha reta forma um Angulo reto com um plano quando ela forma  ângulos 
retos com todas as linhas retas que estão no plano e são concorrentes com ela. 
Seguem-se algumas outras definições relativas a retas e planos no espago , tais como planos 
paralelos, figuras solidas semelhantes, pirâmides, esferas, cilindros; são também de finidos o 
octaedro e o icosaedro regulares. 
Falta is definições desse livro precisão e clareza. As demonstrações apresentadas se 
aplicam somente a sólidos convexos, embora isso não seja explicitado por Euclides. Esse livro 
contém 39 proposições. 
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Livro XII: 
Apresenta, na sua segunda proposição, a demonstração de que as areas de dois  círculos 
estão entre si como os quadrados de seus  diâmetros. Já Hipócrates baseara seus resultados sobre 
quadratura de hanulas nessa proposição, embora sem prová-la rigorosamente. 
A demonstração apresentada no Livro XII repousa sobre a teoria das proporções do Livro V 
e sobre o -método da exaustão". 
Devido à importância desse método, sistematicamente empregado mais tarde por 
Arquimedes, e que prenuncia os processos modernos de limite, vale a pena repetir aqui a 
demonstração sobre a razão das  áreas de dois círculos. 
Em primeiro lugar. lembramos que Euclides já demonstrou. na Proposição I do Livro X. 
que: 
Dadas duas grandezas desiguais, se da maior for subtraida uma grandeza maior do que sua 
metade , e se esse processo for repetido sucessivamente, chegaremos a urna grandeza que sera 
menor do que a menor das grandezas inicialmente dadas. 
Podemos agora, usando isso, demonstrar que a razão das áreas de dois círculos é igual 
razão de seus diâmetros. 
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Suponhamos que a razão das areas dos dois  círculos não fossem proporcional aos 
quadrados dos diâmetros BD e PH. Então. a razão de BD2 e FH2 seria igual à razão da  área do 
primeiro circulo com uma outra area que teria que ser maior ou menor do que a  área do 
segundo círculo.  
A 
Suponha em primeiro lugar que v seja menor. Inscreva no segundo circulo um quadrado 
EFGH. A Area desse quadrado é maior do que metade da Area do circulo. pois a Area de um 
quadrado circunscrito é duas vezes a do quadrado inscrito , enquanto a Area do circulo 6 menor do 
que da Area do circulo circunscrito. Divida ao meio os arcos EF, FG. GEL e HE pelos pontos K. 
L. MeNe construa o  octógono EKFLGIVIHN. Então. a Area de cada um dos  triângulos EKF 
maior do que metade da Area do segmento circular correspondente. pois duas vezes cada  triângulo 
é um retângulo, que tem Area maior do que a do  segmento circular. Se esse processo for repetido. 
sempre dividindo ao meio os arcos, então pela propriedade I do livro X. chegaremos a 
segmentos circulares cuja soma das areas  será menor do que a diferença entre o circulo EFGH e 
a area . Então o polígono  inscrito construido tem Area maior do que a Area . 
Usando o mesmo método. Euclides demonstra, entre outros. os seguintes resultados: 
Proposição 5: Pirâmides que têm a mesma altura e com bases  triangulares estão entre si 
como suas bases. 
Proposição 10: 0 cone é a terça parte do cilindro que tem a mesma base e a mesma altura. 
Livro XIII: 
Estuda as propriedades dos  polígonos regulares e dos polígonos inscritos em um circulo e o 
problema de como inscrever os cinco sólidos regulares em uma esfera. Mostra também que não 
podem existir mais do que cinco tipos de poliedros regulares convexos. Segundo Proclo, que foi 
um neopitagórico. o objetivo de Euclides ao escrever os Elementos era exatamente expor toda a 
geometria necessária para chegar a essas demonstrações. No entanto, essa afirmação deve ser 
encarada com bastante prudência, devido ao interesse que Proclo tinha em fazer Euclides parecer 
um pitagórico. 
3.5. Objetivo dos Elementos. 
A Universidade de Alexandria evidentemente não diferia muito de instituições modernas 
de cultura superior. Parte dos professores provavelmente se notabilizava na pesquisa, outros eram 
melhores como administradores e outros ainda eram conhecidos pela capacidade de ensinar. 
Pelos relatos que possuímos parece que Euclides definitivamente pertencia a última categoria. 
Nenhuma descoberta nova é atribuida a ele, mas ele era conhecido pela sua habilidade ao expor. 
Essa é a chave do sucesso de sua maior obra Os Elementos. Era, francamente, um livro — texto e 
de modo nenhum o primeiro. Sabemos da existência de três anteriores, inclusive o de Hipócrates 
de Chios; mas não resta traço desses, nem de outros rivais potenciais de tempos antigos. Os 
Elementos de Euclides superaram de tanto seus competidores que foram os  únicos a sobreviver. 
Não cram, como se pensa as vezes, urn compêndio de todo o conhecimento geométrico; ao 
contrário, trata-se de um texto introduzido cobrindo toda a matemática elementar — isto é 
aritmética ( no sentido de teoria dos números ), geometria sintética ( de pontos, retas,  círculos e 
esferas), e algebra ( não no sentido simbólico moderno, mas um equivalente em roupagem 
geométrica). Nota-se que a arte de calcular não esta incluída, pois não era parte da instrução na 
universidade; nem o estudo das cônicas ou de curvas planas de maior grau, pois esse era parte da 
matemática mais avançada. Proclo descreve Os elementos, e em relação com o resto da 
matemática, como as letras do alfabeto em relação com a linguagem. Se Os Elementos 
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pretendesse ser uma fonte completa de informação, o autor provavelmente incluiria referências a 
outros autores, informação sobre pesquisas recentes e explicações informais. Porém Os 
Elementos se limitam austeramente ao seu campo — a exposição ern ordem lógica dos assuntos 
básicos da matemática elementar. Ocasionalmente, no entanto, autores posteriores interpolaram 
no texto escólios explicativos , e tais adições foram copiadas por escribas posteriores como parte 
do texto original. Algumas dessas aparecem em todos os manuscritos existentes agora.  O próprio 
Euclides não manifesta qualquer pretensão de originalidade, e é claro que ele utilizou 
grandemente obras de seus predecessores. Acredita-se que a ordenação seja dele , e 
presumivelmente algumas provas foram fornecidas por ele; mas afora isso é dificil avaliar o grau 
de originalidade dessa obra, a mais renomada na história da matemática. 
3.6. Aspectos formais dos " Elementos" 
Apesar da grande importância do conteúdo dos Elementos , talvez mais importante ainda 
seja a maneira formal como se apresenta esse conteúdo. De fato. Os Elementos de Euclides 
tornaram-se o protótipo da forma matemática moderna. 
Certamente um dos grandes feitos dos matemáticos gregos antigos foi a criação da forma 
postulacional de raciocínio. A fim de se estabelecer uma afirmação num sistema dedutivo, deve-
se mostrar que essa afirmação é uma conseqüência lógica necessária de algumas afirmações 
previamente estabelecidas. Estas, por sua vez, devem ser estabelecidas a partir de outras também 
estabelecidas previamente e assim por diante. Como a cadeia não pode recuar indefinidamente, 
deve-se ,  ao inicio, aceitar um corpo finito de afirmações não-demonstradas para evitar 
imperdoáveis círculos  viciosos consistindo em provar uma afirmação A a partir de uma 
afirmação B e depois fazer o contrario. Essas afirmações assumidas inicialmente se denominam 
postulados ou axiomas do discurso e delas devem decorrer todas as demais afirmações do 
discurso. Quando se arranjam dessa maneira as afirmações de um discurso diz-se que ele se 
apresenta na forma postulacional. 
Tao grande foi a impressão causada pelo aspecto formal dos Elementos de Euclides nas 
gerações seguintes que a obra se tornou um paradigma de demonstração matemática rigorosa. 
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A despeito de um considerável abandono nos séculos XVII e XVIII, o método 
postulacional inspirado em Euclides penetrou quase todos os campos da matemática a ponto de 
alguns matemáticos defenderem a tese de que não só o raciocínio matemático é postulacional mas 
que também. no sentido inverso, raciocínio postulacional é raciocínio matemático. Uma 
conseqüência relativamente moderna foi a criação de um campo de estudos chamado axiomática, 
dedicado ao exame das propriedades gerais dos conjuntos de postulados e do raciocínio 
postulacional. 
A maioria dos matemáticos gregos  antigos fazia distinção entre "postulado" e "axioma". 
Pelo menos três distinções eram advogadas pelas várias partes. 
1. Um axioma é uma afirmação assumida como auto - evidente e um postulado é uma 
construção de algo assumida auto — evidente; assim, os axiomas e os postulados estão 
entre si, em grande parte, como os teoremas e os problemas de construção. 
2. Um axioma é uma suposição comum a todas as ciências ao passo que um postulado é 
uma suposição peculiar a =a ciência particular em estudo. 
3. Um axioma é uma suposição de algo que 6, ao mesmo tempo, óbvio e aceitável para o 
aprendiz; um postulado é urna suposição de algo que não é necessariamente óbvio 
nem necessariamente aceitável para o aprendiz. Na matemática moderna não se faz 
nenhuma distinção nem se leva em conta a qualidade da auto — evidencia ou a da 
obviedade. Houve alguns gregos antigos que adotaram este ponto de vista. 
Não se sabe com precisão que afirmações Euclides assumiu como seus postulados e 
axiomas nem, tampouco, quantos ele empregou, devido As mudanças e acréscimos feitos por 
editores subsequentes. Há porém, razoáveis evidências de que ele aderiu A segunda distinção 
acima e de que provavelmente assumiu os equivalentes das dez afirmações seguintes, cinco 
"axiomas" ou noções  comuns em cinco postulados geométricos: 
Al Coisas iguais à mesma coisa são iguais entre si. 
A2 Adicionando-se iguais a iguais, as somas são iguais. 
A3 Subtraindo-se iguais de iguais, as diferenças são iguais. 
A4 Coisas que coincidem uma com a outra são iguais entre si. 
AS 0 todo é maior do que a parte. 
P1 É possível tragar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer. 
ly) É possível prolongar urna reta finita indefinidamente em linha reta. 
P3 É possível descrever um círculo com qualquer centro e qualquer raio. 
P4 Todos os ângulos retos são iguais entre si. 
P5 Se uma reta intercepta duas retas formando ângulos internos de um mesmo lado 
menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente elas se encontrarão 
no lado em que os dois ângulos são menores do que dois ângulos retos. 
Os postulados P1 e P2 estabelecem a existência de uma reta determinada por dois pontos; o 
postulado P3 estabelece a existência de um círculo, dado o seu centro e seu raio. Devido a isso, a 
régua sem escala e o compasso desmontável tornaram-se os únicos instrumentos permitidos para 
problemas de construção da geometria euclidiana. 
Os elementos pretendem deduzir todas as suas 467 proposições dessas dez afirmações! O 
desenvolvimento é sintético, consistindo em derivar o desconhecido e mais complexo do 
conhecido e mais simples. Sem dúvida o processo contrario, chamado análise, consistindo em 
reduzir o desconhecido e o mais complexo ao conhecido, teve o seu papel na descoberta das 
provas de muitos dos teoremas mas não na exposição da matéria. 
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3.7. Outros Trabalhos de Euclides 
Euclides escreveu vários outros tratados, além dos elementos, alguns dos quais sobrevivem 
até nossos dias. Um dos últimos chamado Os Dados , diz respeito ao material dos seis primeiros 
livros dos elementos. Pode-se definir um dado como um conjunto tal de partes ou relações de 
uma figura que, tendo-se todas, menos uma delas, então a restante esta determinada. Assim, as 
partes A. a. R de um triângulo, em que A é um Angulo, a é o lado oposto eRéo raio do circulo 
circunscrito, constituem um dado; dadas duas dessas partes, a terceira está determinada. Isso é 
óbvio, ou geometricamente ou a partir da relação a = 2RsenA. E evidente de uma coleção de 
dados dessa natureza poderia ter sido útil na  análise  que precede a descoberta de uma construção 
ou de urna prova e é esse, sem dúvida, o objetivo do trabalho. 
Outro trabalho geométrico de Euclides, que chegou a  nós através de uma tradução drabe , 
é o livro Divisão de Figuras. Encontramos nessa obra problemas de construção em que se pede a 
divisão de uma figura por meio de uma reta. impondo-se que as  áreas das partes estejam numa 
razão dada. Um exemplo é o problema de dividir um  triângulo dado em duas áreas iguais por 
meio de uma reta que passe por um ponto interior ao  triângulo. 
Há outros trabalhos de Euclides conhecidos apenas por comentários posteriores , pois se 
perderam. E o caso de Pseudaria ou livro das falácias geométricas; Porismas, sobre o qual tenha 
havido muitas especulações; Cônicas, um tratado em quatro livros que foi mais tarde completado 
e ampliado por Apolônio: E Lugares de Superfície sobre o qual nada se sabe. 
Os outros trabalhos de Euclides referem-se a matemática aplicada, sendo que dois deles 
ainda existem: Os Fenômenos, obra que focaliza a geometria esférica necessária para a 
astronomia de observação e a Óptica, um tratado elementar de perspectiva. Supõe-se  também 
que Euclides tenha escrito um trabalho com o titulo de Elementos de Música. 
Capitulo IV 
4.1. Seqüência de Foefides 
Até os tempos modernos pensava-se que os gregos haviam esgotado, bastante 
satisfatoriamente, a geometria sintética do triângulo e do circulo. Longe disso, pois o século XIX 
testemunhou uma reabertura surpreendente do estudo dessa matéria. A impressão que se tem 
hoje é que esse campo de investigações deve ser ilimitado , dado o número enorme de artigos que 
apareceram e continuam aparecendo, destinados, ao exame sintético do  triângulo e pontos. retas e 
círculos associados. Grande parte desse material tem sido estendido ao tetraedro e pontos, pianos, 
retas e esferas associados. Entrar aqui em qualquer espécie de história detalhada desse rico e 
extenso assunto seria uma tarefa demasiado grande. Muitos desses pontos, retas,  círculos, pianos 
e esferas especiais receberam nomes alusivos aos pesquisadores, originais ou subsequentes, que 
os investigaram. Entre eles figuram Gergonne, Nagel, Feuerbach, Hart, Casey, Brocard, Lemoine, 
Tucker, Neuberg, Simson, McCay, Euler, Gauss, Bodenrniller, Fuhrmann, Schoute, Spieker, 
Taylor, Droz — Farm', Hagge. Steiner, Tarry e muitos outros. 
Afora algumas descobertas anteriores isoladas, como o teorema de Commandino de 1565 e 
o teorema de Ceva de 1678. poucas contribuições novas e significativas foram dadas à geometria 
sintética do triângulo e do tetraedro antes do século XIX. É verdade que Euler descobriu a reta 
de Euler de uni triângulo em 1765, mas sua demonstração era analítica; a primeira demonstração 
sintética foi dada por L.N.M. Camot em sua Geométrie de Position de 1803. Muitos dos 
importantes elementos associados a um  triângulo, como o círculo de nove pantos e os pantos 
atribuidos impropriamente a Brocard, foram descobertos na primeira metade do século XIX, mas 
foi na segunda metade desse século que o assunto floresceu e se multiplicou de maneira 
prodigiosa. A maioria dessas descobertas se deram na França, na Alemanha e na Inglaterra. As 




4.2. impossibilidade da resolução dos três problemas famosos. 
Foi no século XIX que finalmente se provou a impossibilidade da resolução dos três 
famosos problemas da antigüidade com os instrumentos euclidianos. Podem-se encontrar 
demonstrações desse fato em muitos dos textos atuais sobre teoria das equações, onde se mostra 
que as condições de construtibilidade são de natureza essencialmente algébrica. Em particular, 
estabeleceram-se os dois teoremas seguintes: 
1 — O número que expressa o comprimento de um segmento construtivel em relação a urna 
dada unidade é necessariamente algébrico. 
2 — A partir de urna dada unidade de comprimento é impossível construir com os 
instrumentos euclidianos um segmento cuja medida é a raiz de uma equação cúbica de 
coeficientes racionais mas sem raizes racionais. 
0 primeiro desses teoremas elimina o problema da quadratura. De fato, tomando-se como 
unidade de comprimento o raio de um circulo dado, o lado do quadrado equivalente procurado é 
.\ 	 . Logo, se o problema fosse resolúvel  com os instrumentos euclidianos, seria possível 
construir um segmento de comprimento Si , a partir do segmento unitário. Mas isso é 
impossível pois it e jr, não são algébricos como mostrou Lindemann em 1882. 
0 segundo teorema elimina os dois outros problemas. Para o problema da duplicação tome 
corno unidade de comprimento a aresta do cubo dado e denote por x a aresta do cubo procurado. 
Devemos ter então x3 = 2. Se o problema fosse  resolúvel com os instrumentos mas isso não é 
possível, visto que x3 = 2 é uma equação cubica de coeficientes racionais que não tem nenhuma 
raiz racional. 
Pode-se provar que um ângulo genérico não pode ser trisseccionado com os instrumentos 
euclidianos, mostrando que um Angulo particular não pode ser trisseccionado. Consideremos a 
identidade trigonométrica: 
cos O= 4 cos' ( (3/3)-3 cos ( 8/3) 
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Seja AO urn segmento unitário dado. Trace uma circunferência de centro 0 e raio AO, e 
com centro em A e raio AO trace um arco cuja intersecção com a circunferência se indica por B 
( ver a figura). Então Angulo BOA = 60°. Seja OC, com C na circunferência , o segmento de reta 
tal que Angulo COA = 20° e seja D o pé da perpendicular por C a AO. Então OD = cos20° = x. 
Segue-se então que se um Angulo de 60° pudesse ser trisseccionado com os instrumentos 
euclidianos ou. em outras palavras, se OC pudesse ser construido com esses instrumentos, 
também seria possível construir um segmento de comprimento x a partir de um segmento unitário 
AO. Mas isso é impossível devido ao segundo teorema. uma vez que a equação cúbica acima tern 
coeficientes racionais mas não tem  raízes racionais. 
Convém notar que nós não provamos que nenhum Angulo pode ser trisseccionado com os 
instrumentos euclidianos, mas apenas que nem todos os  ângulos podem ser trisseccionados. A 
verdade é que um Angulo de 90° e uma infinidade de outros  ângulos podem ser trisseccionados 
com os instrumentos euclidianos. 
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5. NO SÉCULO XX 
5.1.Deficiências Lógicas dos "Elementos "de Euclides 
0 exame dos fundamentos e da estrutura lógica da Matemática constitui grande parte do 
trabalho desenvolvido nessa ciência no  século  XX. Isso. por sua vez, levou a criação da 
axiomática, ou o estudo dos sistemas de postulados e suas propriedades. Muitos dos conceitos 
básicos da matemática passaram por evoluções e generalizações notáveis, e areas de importância 
fundamental, como a teoria dos conjuntos, a algebra abstrata e a topologia se desenvolveram 
enormemente. A teoria geral dos conjuntos produziu alguns paradoxos tão profundos e 
inquietadores que se impôs um tratamento urgente. A  própria lógica. como instrumento usado 
pela matemática  para obter conclusões a partir de hipóteses aceitas, foi esquadrinhada 
minuciosamente, vindo a nascer dai a lógica matemática. Os laços entre a lógica e a filosofia 
levaram as várias e importantes escolas de filosofia da matemática dos dias atuais. A revolução 
computacional do século XX afetou também profundamente muitos ramos da matemática. 
Definitivamente, a velha imagem da "árvore da  matemática"  tornou-se obsoleta. E o que é 
bastante curioso ,  como grande parte da matemática, a maioria dessas considerações modernas 
têm suas raizes no trabalho dos gregos antigos, muito em particular nos Elementos de Euclides. 
Seria realmente  notável se os Elementos de Euclides, sendo uma  tentativa tão antiga e 
monumental de aplicar o método postulacional, não apresentasse defeitos lógicos. Os focos de 
luzes de inúmeras  análises  criticas subsequentes revelaram muitos defeitos na estrutura lógica da 
obra. De todos esses defeitos, talvez o mais grave consista em várias suposições  tácitas, sem base 
nos postulados, admitidos por Euclides. Assim, embora o Postulado P2 afirme que uma reta pode 
ser prolongada indefinidamente, ela não garante necessariamente que uma reta é infinita, mas tão 
- somente que ela não tem fim, ou que é ilimitada. Um arco de circunferência maxima de uma 
esfera pode ser prolongado indefinidamente ao longo dessa circunferência, o que o torna 
ilimitado; mas nem por isso ele é infinito. 0 grande  matemático  alemão Riemann, em sua famosa 
conferência probatória Uber die Hypothesen Welche der Geometrie Zu liegen, de 1854, 
distinguiu entre não limitação e infinitude. }Id várias  ocasiões, como na demonstração da 
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proposição I 16 em que Euclides assume inadvertidamente a infinitude da reta. Euclides também 
assumiu tacitamente. ao demonstrar. por exemplo, a Proposição 1 21, que se uma reta fura uni 
triângulo num de seus vértices, então ela, se prolongada suficientemente, interceptará também o 
lado oposto. Moritz Pasch ( 1843 — 1930) percebeu que havia necessidade de um postulado para 
fazer frente a essa situação. Outro descuido de Euclides consiste em admitir a existência de 
pontos de intersecção entre certas retas e circunferências.  Assim na Proposição 1 1, admite-se que 
se duas circunferências têm um raio comum em cujas extremidades estão seus centros , então elas 
se interceptam em vez de se enfiarem uma pela outra, de alguma maneira, sem nenhum ponto em 
comum. Ocorre que, para garantir a existência desses pontos de intersecção, seria preciso algum 
tipo de postulado de continuidade, como um que posteriormente foi dado por R. Dedekind. Além 
disso, o Postulado P1 garante a existência de pelo menos uma reta por dois pontos A e B, mas 
não garante a unicidade dessa reta. Euclides freqüentemente assumia a unicidade da reta por dois 
pontos distintos. Também se levantaram  objeções  ao principio da superposição, usado por 
Euclides, com aparente relutância, para demonstrar alguns de seus primeiros teoremas de 
congrtiência, embora se possam levantar parcialmente essas  objeções com o Axioma 4. 
Não são apenas as numerosas suposições tácitas que prejudicam o trabalho de Euclides; 
algumas de suas definições preliminares também são  suscetíveis de criticas. 
Euclides empenhou-se em definir todos os conceitos técnicos de seu discurso. Ocorre que 
impossível definir explicitamente todos os conceitos técnicos de um discurso ( assim como é 
impossível  provar todas as proposições de uni discurso), pois a definição de uni conceito técnico 
envolve outros conceitos técnicos, e destes últimos outros conceitos técnicos e assim por diante. 
A fim de iniciar o discurso de maneira a evitar  círculos viciosos nas definições, impõem-se 
primeiro a fixação de um conjunto de conceitos primitivos, ou básicos, sobre cujo significado não 
pairem dúvidas. 
Todos os demais conceitos técnicos do discurso deverão ser definidos então por meio dos 
conceitos primitivos. Os postulados de um discurso são, portanto, em última análise, afirmações 
que se assumem sobre os conceitos primitivos. Por esse ponto de vista, pode-se considerar que os 
conceitos primitivos estejam implicitamente, no sentido de que eles são coisas ou noções que 
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satisfazem os postulados. sendo essa forma de definição a  única que um conceito primitivo pode 
receber. 
No desenvolvimento da geometria de Euclides os termos ponto e reta, por exemplo, 
poderiam muito bem ser  incluídos no conjunto dos conceitos primitivos do discurso. De qualquer 
maneira, é fácil perceber que as definições de Euclides "Ponto é aquilo que não tem partes-e 
"Reta é um comprimento sem largura - envolvem círculos viciosos e portanto, de um ponto de 
vista lógico, são lamentavelmente inadequadas. Uma das distinções entre a concepção  grega e a 
concepção moderna de método axiomático reside na questão dos conceitos primitivos; para os 
gregos não havia uma lista de conceitos primitivos. Justifica-se esse procedimento pelo fato de 
que para os gregos a geometria não era exatamente um estudo abstrato, mas uma tentativa de 
análise lógica do espaço físico idealizado. Para os gregos. pontos e retas eram idealizações de 
partículas muito pequenas e fios muitos finos. É essa idealização que Euclides procurou expressar 
em algumas de suas definições iniciais. HA outras diferenças entre os pontos de vista grego e 
moderno sobre o método axiomático. 
Só no final do século XIX e começo do século XX. depois que os fundamentos da geometria 
passaram por um estudo minucioso e intensivo, surgiram conjuntos de postulados logicamente 
satisfatórias para embasar a geometria euclidiana , plana e espacial. Entre os matemáticos que 
mais contribuíram nesse sentido figuram M. Pasch, G. Peano. M. Pieri, D. Hilbert, Veblen, E.V. 
Huntington, G.D. Birkhoff e L. M. Blumenthal. Hilbert, por exemplo , estruturou sua geometria 
sobre os conceitos primitivos de ponto, reta, plano, estar em, congruente e entre e sobre vinte e 
um postulados; já para Pieri os conceitos primitivos são dois, o de ponto e o de movimento 	 e 
são vinte os postulados; Veblen partiu dos conceitos primitivos de ponto e ordem 	 e de um 
conjunto de dezesseis postulados; Huntington tomou como primitivos os conceitos de esfera e 
inclusão e admitiu vinte e três postulados. 
Desde a década de 50, aproximadamente, 'Vern se fazendo várias tentativas de escrever 
textos de geometria em nível  de ensino médio a partir de bases postulacionais, com a 
preocupação de um desenvolvimento rigoroso. Nesses casos, em geral, tem-se adotado ou o 
conjunto de postulados de Hilbert ou de Birlchoff (muitas vezes com alterações). 
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6. CONCLUSA0 
Com a finalização deste trabalho percebi que -Os Elementos" de Euclides não só 
constituem a mais antiga obra  matemática grega importante a chegar até nos, mas o texto 
influente de todos os tempos. 
Os livros tratam desde construções elementares à construções dos cinco sólidos. 0 que eu 
não sabia era que a maior parte das definições foram reproduzidas de trabalhos anteriores. 
Sao surpreendentes e fascinantes suas obras, após as definições, postulados e axiomas, 
todos os livros contém proposições, que se dividem em dois tipos: Problemas de Construções e 
Teoremas. 
Euclides com suas obras gloriosas deixou-me surpresa quando deparei-me com os defeitos 
lógicos dos elementos, no que o mais grave consiste em várias suposições  tácitas, sem bases nos 
postulados, como o postulado P2 que afirma que uma reta pode ser prolongada indefinidamente a 
de que o arco de circunferência máxima de uma esfera pode ser prolongado indefinidamente ao 
longo dessa circunferência o que o torna ilimitado, mas nem por isso ele é infinito, como também 
o postulado P1 que garante a existência de pelo menos uma reta por dois pontos A e B, mas não 
garante a unicidade dessa reta, e assim tantos outros. 
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